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Kanonické tvary kuželoseček v E2

Kružnice
Obecná rovnice kružnice se středem v bodě S = [m,n] a poloměrem r:

(x−m)2 + (y − n)2 = r2.

Elipsa
Obecná rovnice elipsy se středem v bodě S = [m,n] a poloosami a, b:

(x−m)2

a2
+

(y − n)2

b2
= 1.

Hyperbola
Obecná rovnice hyperboly se středem v bodě S = [m,n] a poloosami a, b a s hlavní osou rovnoběžnou
s osou x, resp. y

(x−m)2

a2
− (y − n)2

b2
= 1, resp.

(y − n)2

b2
− (x−m)2

a2
= 1.

Asymptoty hyperboly se středem v bodě [0, 0] mají rovnice:

y = ± b
a
x.

Pokud střed hyperboly bude posunutý, posunuté budou i asymptoty.

Poznámka: Všimněte si, že poloosy a a b nejsou označovány jako hlavní či vedlejší, zápis je pouze
formální, tzn. že v případě, že elipsa bude mít a < b, pak její hlavní poloosa bude rovnoběžná s osou
y a její velikost bude rovna b. Obdobně i pro hyperbolu.

Parabola
Kanonický tvar rovnice paraboly s vrcholem v bodě V = [m,n] a s osou rovnoběžnou s osou x:

(y − n)2 = 2p(x−m),

kde p je parametr, pro p > 0, resp. p < 0 je parabola otevřená doprava, resp. doleva.
Tvar rovnice pro parabolu s osou rovnoběžnou s osou y:

(x−m)2 = 2p(y − n),

kde p je parametr, pro p > 0, resp. p < 0 je parabola otevřená nahoru, resp. dolů.
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Příklad 1. Zakreslete graf množiny M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 + 2x− 6y + 1 = 0}.
Řešení: Rovnici ze zadání se budeme snažit upravit na kanonický tvar (viz výše), podle kterého snadno
poznáme, o jakou kuželosečku se jedná. K tomu použijeme tzv. úpravu na čtverec. Nejprve přeuspořá-
dáme sčítance v rovnici následnovně

x2 + 2x+ y2 − 6y + 1 = 0,

přičemž k prvním, resp. druhým dvěma členům přičteme číslo tak, abychom mohli použít vzorec
a2 ± 2ab+ b2 = (a± b)2 (tedy koeficient u lineárního členu vydělíme dvěmi a dáme na druhou). Dostá-
váme

x2 + 2x+ 1 a y2 − 6y + 9,

aby tato úprava byla ekvivalentní, musíme nyní ještě tato čísla (1 a 9) od rovnice odečíst, tedy:

x2 + 2x+ 1− 1 + y2 − 6y + 9− 9 + 1 = 0.

Nyní užijeme výše zmiňovaný vzorec a dostáváme rovnici ve tvaru

(x+ 1)2 + (y − 3)2 = 9,

což je rovnice kružnice o středu S = [−1, 3] a poloměru r = 3. Výslednou množinu zakreslíme do
grafu.
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Příklad 2. Zakreslete graf množiny M = {[x, y] ∈ R2 : 3x2 + 4y2 − 18x− 8y + 19 = 0}.
Řešení: Rovnici budeme upravovat na středový (kanonický tvar), opět použijeme úpravu na čtverec,
před úpravou ještě vytkneme koeficienty u kvadratických členů

3 · (x2 − 6x+ 9−9) + 4 · (y2 − 2y + 1−1) + 19 = 0
3 · (x2 − 6x+ 9)−27 + 4 · (y2 − 2x+ 1)−4 + 19 = 0

3 · (x− 3)2 + 4 · (y − 1)2 = 12 / : 12
(x− 3)2

4
+

(y − 1)2

3
= 1

Dostáváme kanonickou rovnici elipsy o středu S = [3, 1] a poloosách a = 2 a b =
√
3. Zakreslíme graf.

Příklad 3. Zakreslete graf množiny M = {[x, y] ∈ R2 : 16y2 − 4x2 + 32y + 8x− 52 = 0}.
Řešení: Rovnici budeme upravovat na středový (kanonický tvar), opět použijeme úpravu na čtverec,
před úpravou ještě vytkneme koeficienty u kvadratických členů

16 · (y2 + 2y + 1)− 16 + 4 · (x2 − 2x+ 1) + 4− 52 = 0
16 · (y + 1)2 − 4 · (x− 1)2 = 64 / : 64

(y + 1)2

4
+

(x− 1)2

16
= 1

Dostáváme kanonickou rovnici hyperboly o středu S = [1,−1] a poloosách a = 4 a b = 2. Zakreslíme
graf.
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Příklad 4. Zakreslete graf množiny M = {[x, y] ∈ R2 : y2 − 6x+ 4y + 4 = 0}.
Řešení: Evidentně jde o rovnici paraboly (proměnná x je pouze lineární, nemá kvadrát). Rovnici
budeme upravovat na kanonický tvar, opět použijeme úpravu na čtverec pro proměnnou y, zbytek
členů převedeme na pravou stranu rovnice.

y2 + 4y + 4 = 6x
(y + 2)2 = 6x

Dostáváme kanonickou rovnici paraboly o vrcholu V = [0,−2] a parametru p = 3. Zakreslíme graf.

Příklad 5. Najděte a načrtněte množinu všech bodů v rovině, pro jejichž souřadnice x, y ∈ R platí:
x2 − y + 1 ≤ 0, x+ y − 3 ≤ 0 a y ≤ 3.
Řešení: Nejdříve zjistíme, jak vypadá hranice této množiny, tedy jaké křivky popisují rovnice ze zadání
x2 − y + 1 = 0, x+ y − 3 = 0 a y = 3.
První rovnice je rovnice paraboly (y − 1 = x2) o vrcholu V = [0, 1]. K ní příslušná nerovnice pak
popisuje část roviny ohraničenou právě touto parabolou (tj. buď její vnitřek, nebo vnějšek). To, zda
nerovnice popisuje vnitřek, nebo vnějšek paraboly zjistíme tak, že dosadíme souřadnice libovolného
bodu (který na parabole neleží), např. [0, 0], a zjistíme, zda tento bod splňuje danou nerovnost. Po
dosazení dostáváme 1 ≤ 0, což je nepravda, a tedy bod [0, 0] nebude ležet v hledané množine - proto
vyšrafujeme vnitřek paraboly.
Druhá rovnice je rovnice přímky, kterou zakreslíme např. pomocí dvou bodů ([0, 3] a [3, 0]). Příslušná
nerovnice pak popisuje jednu z polorovin určenou touto přímkou. Po dosazení bodu [0, 0] do nerovnice
dostáváme −3 ≤ 0, což je pravda, a tedy bod [0, 0] musí ležet v hledané polorovině - proto vyšrafujeme
polorovinu "pod"touto přímkou.
Třetí a poslední rovnice popisuje přímku, která je rovnoběžná s osou x a prochází bodem 3 na ose y.
Příslušná nerovnice pak opět popisuje jednu z polorovin určenou touto přímkou. Opět dosadíme do
nerovnice souřadnice bodu [0, 0], dostáváme 0 ≤ 3, což je pravda, a tedy bod [0, 0] v námi hledané
polorovině leží - vyšrafujeme proto polorovinu "pod"touto přímkou.
Řešení celého příkladu je pak ta část roviny, ve které se všechny šrafy protínají, viz obrázek.
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Příklady k samostatnému řešení:

1. Zakreslete graf množiny M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 − 6x− 10y − 30 = 0}.
[ kružnice, S = [3, 5], r = 8 ]

2. Zakreslete graf množiny M = {[x, y] ∈ R2 : x2 − 4y2 − 6x− 16y − 11 = 0}.
[ hyperbola, S = [3,−2], a = 2, b = 1 ]

3. Zakreslete graf množiny M = {[x, y] ∈ R2 : 5x2 + 9y2 − 30x− 18y + 9 = 0}.
[ elipsa, S = [3, 1], a = 3, b =

√
5 ]

4. Zakreslete graf množiny M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + 8x− 10y − 64 = 0}.
[ parabola, V = [−4,−8], p = 5 ]
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Kvadratické rovnice v komplexním oboru C
Příklad 6. Řešte kvadratickou rovnici v komplexním oboru x2 − 2x+ 3 = 0.
Řešení: Stějně jako v reálném oboru vypočítáme nejprve diskriminant rovnice

D = 4− 4 · 3 = −8.

V komplexním oboru existuje odmocnina ze záporného čísla, tedy je-li D < 0, pak
√
D = i

√
−D, tedy

√
D = i

√
8 = 2i

√
2.

Nyní dosadíme do známého vzorce pro výpočet kořenů kvadratické rovnice

x1,2 =
2± 2i

√
2

2
, tedy x1 = 1 + i

√
2 a x2 = 1− i

√
2.

Množina řešení dané kvadratické rovnice je tedy K = {1 + i
√
2, 1− i

√
2}.

Příklad 7. Řešte kvadratickou rovnici v komplexním oboru (1− i)x2 − (5− i)x+ 6i− 4i = 0.
Řešení: Stějně jako v reálném oboru vypočítáme nejprve diskriminant rovnice

D = [−(5− i)]2 + 4(1− i)(6− 4i) = 25− 10i− 1− 4(2− 10i) = 16 + 30i.

Nyní potřebujeme najít odmocninu z diskriminantu. Obecně platí, že odmocnina z komplexního čísla
je opět komplexní číslo, které můžeme zapsat ve tvaru a+ bi, kde a, b ∈ R, a tedy dostáváme

√
16 + 30i = a+ bi /2

16 + 30i = a2 − b2 + 2ab i.

Na levé i pravé straně rovnice je komplexní číslo, přičemž platí, že dvě komplexní čísla se rovnají právě
tehdy, když se rovnají jejich reálné, resp. imaginární části. Odtud dostáváme soustavu dvou rovnic o
dvou neznámých

16 = a2 − b2
30 = 2ab.

Soustavu vyřešíme dosazovací metodou, tj. z druhé rovnice vyjádříme a =
15

b
a dosadíme do první

rovnice. Rovnici vyřešíme

16 =

(
15

b

)2

− b2 / · b2

b4 + 16b2 − 152 = 0,

zavedeme substituci b2 = t a rovnici přepíšeme do tvaru

t2 + 16t− 152 = 0.

Vypočtením diskriminantu a užitím klasického vzorce dostáváme dvě řešení

t1 = −25 a t2 = 9.

Pro první řešení nemá rovnice b2 = −25 žádné řešení, pro t2 = 9 dostáváme dosazením do substituce
b2 = 9, tedy b = ±3 (vybereme jedno řešení, diskriminant budeme do vzorce pro výpočet kořenů
kvadratické rovnice dosazovat s + i −), nechť tedy b = 3. Potom a = 5 a

±
√
D = ±(5 + 3i).

Spočítáme kořeny kvadratické rovnice

x1 =
5− i− (5 + 3i)

2(1− i)
=

−4i
2(1− i)

=
2i

−1 + i
· −1− i
−1− i

=
2i(−1− i)

2
= 1− i,

x2 =
5− i+ (5 + 3i)

2(1− i)
=

10 + 2i

2(1− i)
=

5 + i

1− i
· 1 + i

1 + i
=

4 + 6i

2
= 2 + 3i.

Zadaná kvadratická rovnice má množinu řešení K = {1− i, 2 + 3i}.
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Příklady k samostatnému řešení:

1. V komplexním oboru řešte rovnici x2 − 6ix− 8 = 0. [ K = {2i, 4i} ]

2. V komplexním oboru řešte rovnici (7 + i)x2 − 5ix− 1 = 0. [ K = {1+2i
5 , −1+3i

10 } ]

NP V komplexním oboru řešte rovnici x4 − 8x2 − 9 = 0. [ K = {−3, 3,−i, i} ]
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Absolutní hodnota

Absolutní hodnota čísla x udává vzdálenost bodu x od bodu 0 na číselné ose. Matematicky je definovaná
absolutní hodnota takto

|x| =


x x > 0
0 pro x = 0
−x x < 0

.

Příklad 8. Zakreslete graf funkce s absolutními hodnotami y = |2− x| − |2x− 9|.
Řešení: Najdeme nulové body závorek, tj. nulové body jsou 2, 9

2 . Tyto body naneseme na reálnou osu
a určíme znaménka výrazu v závorkách na příslušných intervalech. Na každém z intervalů načrtneme,
jak bude vypadat graf funkce.

I. x ∈ (−∞, 2)
y = 2− x+ 2x− 9
y = x− 7

Grafem funkce na tomto intervalu je přímka, kte-
rou vykreslíme např. pomocí dvou bodů [0,−7],
[2,−5]. V grafu vytáhneme pouze tu část, pro kte-
rou je x ∈ (−∞, 2).

II. x ∈
〈
2,

9

2

)
y = −2 + x+ 2x− 9
y = 3x− 11

Grafem funkce na tomto intervalu je přímka, kte-
rou vykreslíme např. pomocí dvou bodů [2,−5]
a
[
3
2 ,

5
2

]
(obvykle dosazujeme hraniční body in-

tervalu). V grafu vytáhneme pouze tu část, pro
kterou je x ∈

〈
2, 92
)
.

III. x ∈
〈
9

2
,+∞

)
y = −2 + x− 2x+ 9
y = −x+ 7

Grafem funkce na tomto intervalu je přímka, kte-
rou vykreslíme např. pomocí dvou bodů [7, 0] a
[0, 7]. Ověříme, že prochází rovněž bodem

[
3
2 ,

5
2

]
.

V grafu vytáhneme pouze tu část, pro kterou je
x ∈

〈
9
2 ,+∞

)
.
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Příklad 9. Řešte rovnici s absolutními hodnotami |2x− 7|+ |x+ 2| = 3.

Řešení: Najdeme nulové body závorek 7
2 , 2 a určíme znaménka těchto závorek na vzniklých intervalech.

Rovnici řešíme na jednotlivých intervalech.

I. x ∈ (−∞, 2)
−2x+ 7− x+ 2− 3 = 0

x = 2
KI = {}

II. x ∈
〈
2,

7

2

)
−2x+ 7 + x− 2− 3 = 0

x = 2
KII = {2}

III. x ∈
〈
7

2
,+∞

)
2x77 + x− 2− 3 = 0

x = 4
KIII = {4} Množina řešení je K = KI ∪KII ∪KIII = {2, 4}.

Příklad 10. Načrtněte graf funkce y = | sinx|.
Řešení: Nejprve načrtneme graf funkce y = sinx. Poté si stačí uvědomit následující. Je-li funkce v
absolutní hodnotě, pak vše, co je záporné, tato absolutní hodnota změní na kladné. Tedy vše, co je
pod osou, převrátí nad osu.

Příklad 11. Načrtněte graf funkce y = sin |x|.
Řešení: Opět nejprve načrtneme základní funkci y = sinx. Všimněme si, že změněná funkce je sudá
narozdíl od funkce sinx, která je lichá. Tzn. pro x ≥ 0 je sin |x| = sinx, tedt graf funkce se pro
nezáporné x nemění. Pro x < 0 je sin |x| = sin(−x), tedy funkce je sudá a musí být souměrná dle
osy y.
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Příklady k samostatnému řešení:

1. Zakreslete graf funkce s absolutními hodnotami y = |2 + x|+ |3x− 1|.

2. Řešte rovnici y = 0, kde y je funkce z předchozího příkladu.

3. Načrtněte graf funkce y = |x2 − 1|.
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Elementární funkce a jejich vlastnosti

Prosím zopakujte si elementární funkce, jejich vlastnosti, jak vypadají grafy. Mezi elementární funkce
řadíme funkce lineární, kvadratické, mocninné funkce (s kladným nebo záporným celočíselným expo-
nentem), goniometrické funkce, cyklometrické funkce (inverzní ke goniometrickým). Vlastnosti funkcí
jsou monotónnost (rostoucí, klesající, nerostoucí, neklesající), omezenost (omezená zdola, omezená
zhora, omezená), periodičnost (zejména u goniometrických funkcí), parita (zda je funkce sudá, lichá).
Kdy existuje funkce inverzní (pokud je na nějakém intervalu funkce prostá, pak k ní na tomto in-
tervalu existuje funkce inverzní). Graf liché funkce je souměrný podle počátku, graf sudé funkce je
souměrný podle osy y. Graf funkce a graf funkce k ní inverzní jsou souměrné podle osy prvního a
třetího kvadrantu.

Příklad 12. Načrtněte graf funkce y = −2 sin(2x + π
3 ). Řešení: Nejprve spočítáme nulové body

(průsečíky s osou x) funkce y, tj. kdy je y = 0. Mimojiné tímto získáme i periodu.

−2 sin(2x+ π
3 ) = 0

2x+ π
3 = 0 + 2kπ nebo

2x+ π
3 = π + 2kπ k ∈ Z

Tedy
2x1 = −π

3 + 2kπ
x1 = −π

6 + kπ, k ∈ Z

2x2 = 2π
3 + 2kπ

x2 = π
3 + kπ, k ∈ Z

Dostáváme množinu {−π
6 + kπ, π3 + kπ, k ∈ Z} průsečíku grafu funkce s osou x. Rovněž z výpočtu

vidíme, že perioda funkce je kπ. Nejprve zakreslíme graf funkce y = sin(2x+ π
3 ), dle zjištěných údajú.

Poté graf funkce y = − sin(2x + π
3 ) (souměrný dle osy x - všechny hodnoty budou opačné). Nakonec

načrtneme graf funkce y = −2 sin(2x+ π
3 ), amplituda se zvětší dvakrát, tj. funkce bude nabývat hodnot

〈−2, 2〉. Viz obrázek.

Příklady k samostatnému řešení:

1. Načrtněte graf funkce y = 1
2 cos(

x
3 −

π
2 ).

NP Načrtněte graf funkce y = 1
2tg (

x
2 + π

3 ).

NP Načrtněte graf funkce y = cotg(2x− π
2 ) + 1.
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