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Kanonické tvary kuzelosecek v Ey

KruZnice
Obecné rovnice kruznice se stiedem v bodé S = [m,n] a polomérem r:

(x—m)®+ (y —n)? =12
Elipsa
Obecna rovnice elipsy se stfedem v bodé S = [m, n] a poloosami a, b:
)2 )2
(z Zm) Ly=nt
a b2

Hyperbola
Obecné rovnice hyperboly se stfedem v bodé S = [m, n] a poloosami a, b a s hlavni osou rovnobéznou
S 0SOu X, resp. y

- =1, resp. - =1.

Asymptoty hyperboly se stfedem v bodé [0, 0] maji rovnice:
b
Yy ==x—x.
a
Pokud stred hyperboly bude posunuty, posunuté budou i asymptoty.
Pozndamka: Vsimnéte si, Ze poloosy a a b nejsou oznacovany jako hlavni ¢ vedlejsi, zapis je pouze

formélni, tzn. Ze v pripadg, ze elipsa bude mit a < b, pak jeji hlavni poloosa bude rovnobézné s osou
y a jeji velikost bude rovna b. Obdobné i pro hyperbolu.

Parabola
Kanonicky tvar rovnice paraboly s vrcholem v bodé V' = [m, n] a s osou rovnobé&znou s osou :

(y —n)? = 2p(z —m),

kde p je parametr, pro p > 0, resp. p < 0 je parabola oteviena doprava, resp. doleva.
Tvar rovnice pro parabolu s osou rovnobéZnou s osou y:

(& —m)? = 2p(y —n),

kde p je parametr, pro p > 0, resp. p < 0 je parabola oteviena nahoru, resp. doli.



Pi#iklad 1. Zakreslete graf mnoziny M = {[z,y] € R?: 22 + 4% + 2z — 6y + 1 = 0}.

Resend: Rovnici ze zadani se budeme snazit upravit na kanonicky tvar (viz vyse), podle kterého snadno
poznéme, o jakou kuZelosecku se jedna. K tomu pouzijeme tzv. dpravu na ¢tverec. Nejprve preuspora-
dédme s¢itance v rovnici naslednovné

x2+2x+y2—6y+1:0,

pfricemz k prvnim, resp. druhym dvéma ¢lentim pfi¢teme ¢&islo tak, abychom mohli pouzit vzorec
a® + 2ab + b? = (a £ b)? (tedy koeficient u linearniho élenu vydélime dvémi a dame na druhou). Dosté-
vame

2 +224+1 a y2—6y+9,

aby tato uprava byla ekvivalentni, musime nyni jesté tato ¢isla (1 a 9) od rovnice odecist, tedy:
2420 4+1-149°—6y+9—-9+1=0.
Nyni uzijeme vySe zmihovany vzorec a dostavime rovnici ve tvaru
(z+1)*+ (y—3)* =9,

coz je rovnice kruznice o stiedu S = [—1,3] a poloméru r = 3. Vyslednou mnozinu zakreslime do
grafu.




Piiklad 2. Zakreslete graf mnoziny M = {[z,y] € R?: 32% + 4y? — 182 — 8y + 19 = 0}.
Reseni: Rovnici budeme upravovat na stiedovy (kanonicky tvar), opét pouZijeme upravu na ctverec,
pred dpravou jesté vytkneme koeficienty u kvadratickych ¢lent

3-(22—6r+9-9)+4-(y*—2y+1-1)+19 = 0
3-(2?2—62+9)-27+4-(y?—22x+1)-4+19 = 0

3-(x—3)24+4-(y—1)?% = 12 /12
Y _1)2
=37 w-17 _
4 3
Dostévame kanonickou rovnici elipsy o stfedu S = [3, 1] a poloosach a = 2 a b = /3. Zakreslime graf.

Piiklad 3. Zakreslete graf mnoziny M = {[z,y] € R?: 16y? — 422 + 32y + 8z — 52 = 0}.
Reseni: Rovnici budeme upravovat na stfedovy (kanonicky tvar), opét pouZzijeme upravu na cétverec,
pred tpravou jesté vytkneme koeficienty u kvadratickych ¢lent

16- (2 +2y+1)—16+4- (22 —22+1)+4-52 = 0
16‘(y+1)2—4-(x—1)2 = 64 / : 64
(y+1)° 4 (z —1)?
4 16
Dostavame kanonickou rovnici hyperboly o stiedu S = [1, —1] a poloosach a =4 a b = 2. Zakreslime
graf.

=1




Piiklad 4. Zakreslete graf mnoziny M = {[z,y] € R?: 3% — 62 + 4y +4 = 0}.
Reseni: Evidentné jde o rovnici paraboly (proménnad x je pouze linearni, neméa kvadrat). Rovnici
budeme upravovat na kanonicky tvar, opét pouzijeme upravu na ¢tverec pro proménnou ¥y, zbytek
¢lent pfevedeme na pravou stranu rovnice.
Y’ +4y+4 = 6z
(y+2)? = 6x
Dostéavame kanonickou rovnici paraboly o vrcholu V' = [0, —2] a parametru p = 3. Zakreslime graf.

Priklad 5. Najdéte a nacrtnéte mnozinu v8ech bodid v roving, pro jejichZz sourfadnice x,y € R plati:
2> —y+1<0,z+y—3<0ay<3.

Reseni: Nejdrive zjistime, jak vypada hranice této mnoziny, tedy jaké kiivky popisuji rovnice ze zadani
2> —y+1=0,z+y—3=0ay=3.

Prvni rovnice je rovnice paraboly (y — 1 = 2?) o vrcholu V = [0,1]. K ni piislusna nerovnice pak
popisuje ¢ast roviny ohranienou pravé touto parabolou (tj. bud jeji vnitfek, nebo vnéjsek). To, zda
nerovnice popisuje vnitiek, nebo vnéjsek paraboly zjistime tak, Ze dosadime souradnice libovolného
bodu (ktery na parabole nelezi), nap¥. [0,0], a zjistime, zda tento bod splije danou nerovnost. Po
dosazeni dostavame 1 < 0, coZ je nepravda, a tedy bod [0, 0] nebude leZet v hledané mnozine - proto
vysrafujeme vnitiek paraboly.

Druh4 rovnice je rovnice piimky, kterou zakreslime nap¥. pomoci dvou bodu ([0, 3] a [3,0]). Ptislusna
nerovnice pak popisuje jednu z polorovin uréenou touto piimkou. Po dosazeni bodu [0, 0] do nerovnice
dostavame —3 < 0, coZ je pravda, a tedy bod [0, 0] musi lezet v hledané poloroviné - proto vysrafujeme
polorovinu "pod"touto piimkou.

Tteti a posledni rovnice popisuje pifimku, ktera je rovnobé&Zzna s osou x a prochazi bodem 3 na ose y.
Ptislusné nerovnice pak opét popisuje jednu z polorovin uréenou touto piimkou. Opét dosadime do
nerovnice soufadnice bodu [0, 0], dostavame 0 < 3, coZ je pravda, a tedy bod [0,0] v nami hledané
polorovinég lezi - vysrafujeme proto polorovinu "pod"touto pifimkou.

Regenf celého prikladu je pak ta ¢ast roviny, ve které se v8echny Srafy protinaji, viz obrazek.
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Priklady k samostatnému feSeni:
1. Zakreslete graf mnoziny M = {[z,y] € R? : 2? + y? — 62 — 10y — 30 = 0}.
| kruznice, S = [3,5], r =8|
2. Zakreslete graf mnoziny M = {[z,y] € R? : 2? — 49? — 62 — 16y — 11 = 0}.
| hyperbola, S = [3,-2], a =2, b=1]
3. Zakreslete graf mnoziny M = {[x,y] € R?: 522 + 9y? — 30x — 18y + 9 = 0}.
| elipsa, S = [3,1], a =3, b=+/5|

4. Zakreslete graf mnoziny M = {[z,y] € R? : 22 + 8z — 10y — 64 = 0}.
[ parabola, V = [—4,-8], p=1>5]



Kvadratické rovnice v komplexnim oboru C

Piiklad 6. Reste kvadratickou rovnici v komplexnim oboru 2% — 2z + 3 = 0.
Reseni: Stéjné jako v redlném oboru vypocitidme nejprve diskriminant rovnice

D=4-4.-3=-8.

V komplexnim oboru existuje odmocnina ze zaporného &isla, tedy je-li D < 0, pak VD = iv/—D, tedy
VD =iV/8 = 2iV/2.

Nyni dosadime do zndmého vzorce pro vypocet kofenil kvadratické rovnice

2+ 2iv/2
2 )
Mno#zina feseni dané kvadratické rovnice je tedy K = {1 +1iv/2,1 —i/2}.

T12 = tedy z1=1+ivV2 a xy=1—1iV2.

Ptiklad 7. Reste kvadratickou rovnici v komplexnim oboru (1 — i)z — (5 — i)z + 6i — 4i = 0.
Resend: Stéjné jako v redlném oboru vypodéitame nejprve diskriminant rovnice

D=[—(5-9]+4(1—i)(6—4i) =25 — 10i — 1 — 4(2 — 10i) = 16 + 30i.

Nyni potfebujeme najit odmocninu z diskriminantu. Obecné plati, Ze odmocnina z komplexniho ¢isla
je opét komplexni ¢islo, které muzeme zapsat ve tvaru a + bi, kde a,b € R, a tedy dostavame

V16+30i = a+bi /?
16 +30i = a2 —b%+ 2abi.

Na levé i pravé strané rovnice je komplexni ¢islo, pricemz plati, ze dvé komplexni ¢isla se rovnaji pravé
tehdy, kdyz se rovnaji jejich redlné, resp. imaginarni ¢asti. Odtud dostavame soustavu dvou rovnic o
dvou neznadmych

16 = a®—b?

30 2ab.

: . . 15
Soustavu vyfeSime dosazovaci metodou, tj. z druhé rovnice vyjadiime a = 5 a dosadime do prvni

15\ 2
6 = (—) = - b?
o= (7)o
bt 4+ 1602 — 152 = 0,

rovnice. Rovnici vyresime

zavedeme substituci b = ¢ a rovnici pfepiseme do tvaru
t2 416t — 15° = 0.
Vypoctenim diskriminantu a uzitim klasického vzorce dostavame dvé feSeni
t1h=-25 a t=09.

Pro prvni feSeni nema4 rovnice b? = —25 7adné feSeni, pro to = 9 dostavame dosazenim do substituce
b2 = 9, tedy b = +3 (vybereme jedno fefeni, diskriminant budeme do vzorce pro vypodcet kofenii
kvadratické rovnice dosazovat s + i —), necht tedy b = 3. Potom a =5 a

+VD = +(5 + 30).

Spocitame kofeny kvadratické rovnice

5—i— (5+30) — 4 2 l-i_2u(-1-d)
T = — — . = = —1
! 2(1 — 1) 20—i) —1+i —1—i 2 ’
5—i+(5+3) _ 1042 _5+i 140 _A+6i _, o
To = — = . = = 1.
2 2(1 — 1) 20—i) 1—i 141 2

Zadana kvadraticka rovnice ma mnozinu feseni K = {1 — 4,2 + 3i}.



Priklady k samostatnému feSeni:

1. V komplexnim oboru feste rovnici 22 — 6iz — 8 = 0. | K = {2i,4i} |
2. V komplexnim oboru feste rovnici (7 + i)x? — 5iz — 1 = 0. | K = {442 =130}
NP V komplexnim oboru feste rovnici 4 — 822 — 9 = 0. | K ={-3,3,—i,i} |



Absolutni hodnota

Absolutni hodnota ¢isla x udava vzdalenost bodu x od bodu 0 na ¢iselné ose. Matematicky je definovana
absolutn{ hodnota takto

T x>0
|z| = 0 pro x=0.
—T z <0

Piiklad 8. Zakreslete graf funkce s absolutnimi hodnotami y = |2 — x| — |22 — 9|.

Reseni: Najdeme nulové body zavorek, tj. nulové body jsou 2, %. Tyto body naneseme na reilnou osu
a uréime znaménka vyrazu v zavorkach na piislusnych intervalech. Na kazdém z intervalti na¢rtneme,
jak bude vypadat graf funkce.

Iz e (—00,2)
y = 2—xz+2x-9
y = -7

Grafem funkce na tomto intervalu je pfimka, kte-
rou vykreslime nap¥. pomoci dvou bodu [0, —7],
[2, —5]. V grafu vytdhneme pouze tu ¢ast, pro kte-
rou je x € (—00,2).

9
I1. 2, =
ve(23)

y = 2+z+2x-9
y = 3z—11

Grafem funkce na tomto intervalu je pfimka, kte-
rou vykreslime nap¥. pomoci dvou bodi [2,—5]
a [%, %] (obvykle dosazujeme hrani¢ni body in-
tervalu). V grafu vytdhneme pouze tu ¢ast, pro

kterou je x € <2, %)

III. x € <g,+oo>

y = —2+z—-2z+4+9
y = —x+7

Grafem funkce na tomto intervalu je pfimka, kte-
rou vykreslime napf. pomoci dvou bodu [7,0] a
[0, 7). Ovéfime, Ze prochazi rovnéz bodem [3, 5].
V grafu vytahneme pouze tu ¢ast, pro kterou je
T € <%, +oo).




Priklad 9. Reste rovnici s absolutnimi hodnotami |22 — 7| 4 |z + 2| = 3.

Reseni: Najdeme nulové body zavorek %7 2 a ur¢ime znaménka téchto zavorek na vzniklych intervalech.
Rovnici fesime na jednotlivych intervalech.

Iz e (—00,2)
—2r+7-x+2-3 = 0
z = 2 2x-T - -]
Kr={} x-2 - l o+
7 2 %
H.:I?€<2,2>
—2x+7+x-2-3 = 0
r = 2
K ={2}

III. x € <;,+oo>

22774+ —-2-3 = 0
r = 4
K = {4} MnoZina feseni je K = K; U K7 U K = {2,4}.

Priklad 10. Na¢rtnéte graf funkce y = |sinz|.

Resent: Nejprve nacrtneme graf funkce y = sinx. Poté si sta¢i uvédomit nasledujici. Je-li funkce v
absolutni hodnoté, pak vSe, co je zaporné, tato absolutni hodnota zméni na kladné. Tedy vSe, co je
pod osou, prevrati nad osu.

y=lsin x|

Piiklad 11. Nacrtnéte graf funkce y = sin |z|.
Resend: Opét nejprve nacrtneme zakladni funkci y = sinz. VSimnéme si, ze zménéna funkce je sudd

narozdil od funkce sinx, ktera je licha. Tzn. pro > 0 je sin|z| = sinz, tedt graf funkce se pro
nezaporné r neméni. Pro x < 0 je sin|z| = sin(—x), tedy funkce je sud4 a musi byt soumérna dle
oSy Y.
Y
1
y= sin IxI

X
y=sin x

10



Priklady k samostatnému feSeni:
1. Zakreslete graf funkce s absolutnimi hodnotami y = |2 + z| + |3z — 1].
2. Reste rovnici y = 0, kde y je funkce z predchoziho ptikladu.

3. Nacrtnéte graf funkce y = |22 — 1].

11



Elementarni funkce a jejich vlastnosti

Prosim zopakujte si elementarni funkce, jejich vlastnosti, jak vypadaji grafy. Mezi elementarni funkce
fadime funkce linearni, kvadratické, mocninné funkce (s kladnym nebo zapornym celo¢iselnym expo-
nentem), goniometrické funkce, cyklometrické funkce (inverzni ke goniometrickym). Vlastnosti funkei
jsou monoténnost (rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici), omezenost (omezena zdola, omezena
zhora, omezend), periodi¢nost (zejména u goniometrickych funkei), parita (zda je funkce suda, lich4).
Kdy existuje funkce inverzni (pokud je na néjakém intervalu funkce prosté, pak k ni na tomto in-
tervalu existuje funkce inverzni). Graf liché funkce je soumérny podle pocatku, graf sudé funkce je
soumérny podle osy y. Graf funkce a graf funkce k ni inverzni jsou soumeérné podle osy prvniho a
tfetiho kvadrantu.

Priklad 12. Nacrtnéte graf funkce y = —2sin(2z + %). Reseni: Nejprve spocitame nulové body
(pruseciky s osou x) funkce y, tj. kdy je y = 0. Mimojiné timto ziskdme i periodu.
—2sin(2r+%5) = 0
2v+% = 0+ 2km nebo
2v+%5 = m+2kn kel
Tedy
2r1 = —%5 +2knm
vy = —gtkm, k€L
2wy = 2 +2kn
ro = F+kn, kel

Dostavame mnozinu {—§ + km, & + kn, k € Z} priseciku grafu funkce s osou x. Rovnéz z vypoctu
vidime, Ze perioda funkce je km. Nejprve zakreslime graf funkce y = sin(2x + %), dle zjisténych udaja.
Poté graf funkce y = —sin(2z + %) (soumérny dle osy @ - vSechny hodnoty budou opac¢né). Nakonec
nacrtneme graf funkce y = —2sin(2z+ %), amplituda se zvétsi dvakrat, tj. funkce bude nabyvat hodnot
(—2,2). Viz obrazek.

y=-sin (2x+1/3x)

y=-2sin (2x+1/3x)

Piiklady k samostatnému feSeni:
1. Nacrtnéte graf funkce y = %cos(% - 7).
NP Nacrtnéte graf funkce y = %tg (5 +3%)

NP Nacrtnéte graf funkce y = cotg(2z — 5) + 1.
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