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Kanonické tvary kvadrik v Fjs

NEROTACNI KVADRIKY

Kvadratckymi plochami, neboli kvadrikami, nazyvame plochy druhého stupné, tj. plochy, jejichz rovnice
v pravouhlé soufadnicové soustavé {0; x, y, z} muZeme zapsat ve tvaru

a$2+by2+622+dmy+ezy+f:nz+g:r+hy+z’z+j:0,

kde koeficienty a, b, c,d, e, f, g, h,t,j jsou realna ¢isla a vSechna nejsou soucasné rovna 0.

-li vadri v pripadé vé kvadri vrchové pri vadri v piipadé valcové
Je-li osa kvadrik fipadé osové kvadriky) nebo povrchové piimky kvadrik fipadé valcové
plochy) rovnobézna s nékterou ze souradnicovych os, potom se vySe zmifiovana rovnice zjednodussi na

ar’ + by’ + e +gr+hy+iz+j=0,
Postup pii vySetfovani rovnic (analogicky postup lze aplikovat i po tpravé rovnice na ¢tverec):

1. Rovnice obsahuje vSechny proménné

a) Vsechny proménné jsou na druhou:

2 2 2
o x Y 24
EllpSOld. ﬁ —+ b72 —+ 072 1
oo : a? oy 2P
Jednodilny hyperboloid: S +t5-5=1
a b c
22y 22
Dvoudilny hyperboloid: -5 -5 t5=1
a b2 2
e e 1. < . @y 2P
Elipticka kuzelova plocha: —+5——5=0
a b c
b) Vsechny proménné nejsou na druhou:
2?2
Elipticky paraboloid: S t5 ==
a b
2?2
Hyperbolicky paraboloid: — 5 =z
a b
2. Rovnice neobsahuje vSechny proménné
Jde o valcovou plochu nebo jeji specialni ptipad.
22 2
Elipticka plocha: S+ 5=1
a b2
22 2
Hyperbolicka plocha: — 5 =1
a b2
Parabolicka plocha: ?=a’y
22 2
Dvojice riiznobéznych rovin plocha: primi i 0
a
Dvojice rovnobéznych rovin plocha: 2 —a?>=0
Jedna rovina: 22 =0



ROTACNI KVADRIKY
Kanonické rovnice se pouze zméni v tom smyslu, ze nékteré poloosy si budou rovny.

1. Rovnice obsahuje vSechny proménné

a) Vsechny proménné jsou na druhou:

22y 2
Rotacéni kuzelova plocha: 2 + wa 0
2 2 2
Rotacni elipsoid: % + y—Q + Z2 =1
b b c
2 2 2
x z
Kulova plocha: 2 + ?;—2 + i 1
o - ) 2 2 2
Jednodilny rota¢ni hyperboloid: —+ = =1
2 b2 2
oo - : a? oy 2
Dvoudilny rota¢ni hyperboloid: 4+ —==1

b) VSechny proménné nejsou na druhou:
2 2

y
=t

Rotac¢ni paraboloid: 2=~

2. Rovnice neobsahuje vSechny proménné
2 2

y
=t

=1

Rotacéni valcova plocha:

Piiklad 1. Urcete typ kvadriky: —42” + 9y® + 92° + 18y — 90z + 270 = 0.
Reseni: Nejprve preusporadame séitance podle proménnych a takto upravenou rovnici doplnime (v
proménné y a z) na ¢tverec.
—42% +9y? + 18y + 922 — 902 + 270 = 0
—42% +9(y% + 2y) +9(22 — 102) +270 = 0
422+ 9(y2 + 2y +1) — 9+ 9(22 — 102 +25) —225+270 = 0

4224+ 9y +1)2+9(z—5)?2 = —36 / : (—36)
> (y+1)?*  (2-5)° _ 1
9 4 4 N
2?2 (y+1)? (2-5)?
22w !

Stied kvadriky je S = [0,—1,5] a poloosy jsoua =3,b=2, c=2.
Jak ozname o jakou kvadriku jde?

1. Rovnice obsahuje vSechny proménné.

2. V8echny proménné jsou na druhou.

3. Vsechny proménné maji kladné znaménko? Nemaji!

4. Osa rotace je rovnobézna s osou = (protoze b = ¢). Jde tedy o rota¢ni plochu.

5. V tomto piipadé jde o dvoudilny rotac¢ni hyperboloid, ktery vznikne rotaci hyperboly kolem
osy rovnobézné s osou .



Priklady k samostatnému feSeni:

1. Urcete typ kvadriky: 22 + y? + 2% + 10x — 8y — 42 + 36 = 0.
| kulovd plocha, S = [—5,4,2], r =3 |



Integrovani - opakovani

Piiklad 2. Zintegrujte pro a,b € R, a # 0:

dx ar+b = t 1 1 1 1
1. = = — — = —1 =] R
/ax+b wde — dt’ a/tdt an\t\ an\aa:—i—b\—l—c, ce
_ g
2. /a:sm:r:dx—‘;f B 31c Uv B S—mcisx =—xzcosz+sinr+ec, ceR
= 1 =1
3. /lnxdm—‘ B 11130 vv . :xlnx—/dx:azln:v—a:::v(lnzv—l)+c, ceR
=1 -
N /arctgg; —aretga g, _ arctg:r =t —/te_t a—| v = t v o= e_';f _
14+ sz dr = dt v =1 v = —e

= —te_t+/ e tdt = —te ! —e™! = —arctgre MUBT AT — _omarcter (| Larctg x)+c, ¢ € R

in 2 2 si 1
5_/de:/wdm:2/ dr = 2tgzte, ceR
sin z cos3 x sin z cos3 x cos? x
r+1 r+1
6. ——dz= | ———dz =
/:p3—x2 v /1‘2(3:—1—1) v

Rozlozime zlomek na parcialni zlomky:

r+1 A B C 2
z?(x + 1) P R — [raile=1)

r+1 = Ax(z—1)+ Bz — 1)+ Ca?

z? 0= A +C B=-1

xl 1=—A+B A=-2
20 - 1= - B C= 2
/ dx—/d:z+2/daz——21n|x|+ +2In|z —1]+¢, c€eR

2—5r = u

T
[ /\/2_53;_’ —5dx = du

dz 1 dz 1 ﬁx =t 1 /2 3
8. 5. 22-5] 177 332"5 = -4/ - arctg —x| =
2+ 3x 2 1—}—51' 2 3d.%‘ — dt 2 3 2

1+ 2
6 6
:\[arctg<\[ 1:>+c, ceR

1 2 2
__5/u_édu_—5\/>_—5\/m+c, CGR

6 2

1
9. /(sin5x —sinba) do = ~E cosbr —sinba -z +¢, a,ceR

10. /SingchOS2:Edl‘:/(—SinI)(COS2fL‘—1)COSQCCdI‘:‘ CosT = t ):/(ﬂ-l)t?dt:

—sinzdx = dt

4 9 S N
= [(t —t)dt:g—i-g:gcos a:+§c0s xr+ec, ceR



Priklady k samostatnému feSeni:

Vypoctéte

1. /xea‘rdm
. /cotg:z‘dx
2
sin® x cos? x
1
4. / dx
coS T

5. /\3/1 — 3z dx

[\)

[Ee® — %e‘” + ¢,

[ In]sinz| + ¢,

| —cotgx —tgx + ¢,

| —3In|l —sinz|+ 1 In[l +sinz| +c,

[ —1(1—32)V1 =3z +c,

ceR]

ceR]

ceR]

ceR|

ceR]



Zakreslovani mnozin

Piiklad 3. Najdéte a nacrtnéte mnozinu vSech bodu v roviné, pro jejichz soutfadnice z,y € R plati:
2?2 —y+1<0,z2+y—3<0ay<3.

Reseni: Nejdifve zjistime, jak vypada hranice této mnoziny, tedy jaké kiivky popisuji rovnice ze zadani
> —y+1=0,r+y—-3=0ay=3.

Prvni rovnice je rovnice paraboly (y — 1 = 2?) o vrcholu V = [0,1]. K ni pi¥islusna nerovnice pak
popisuje ¢ast roviny ohranienou pravé touto parabolou (tj. bud jeji vnitfek, nebo vngjsek). To, zda
nerovnice popisuje vnitfek, nebo vnéjsek paraboly zjistime tak, Ze dosadime souradnice libovolného
bodu (ktery na parabole nelezi), napf. [0,0], a zjistime, zda tento bod spliiuje danou nerovnost. Po
dosazeni dostavame 1 < 0, coz je nepravda, a tedy bod [0, 0] nebude lezet v hledané mnoZine - proto
vysrafujeme vnitiek paraboly.

Druh4 rovnice je rovnice piimky, kterou zakreslime nap¥. pomoci dvou bodu ([0, 3] a [3,0]). Ptislusna
nerovnice pak popisuje jednu z polorovin uréenou touto pfimkou. Po dosazeni bodu [0, 0] do nerovnice
dostavame —3 < 0, coZ je pravda, a tedy bod [0, 0] musi lezet v hledané poloroviné - proto vysrafujeme
polorovinu ,,pod* touto p¥imkou.

Tteti a posledni rovnice popisuje primku, ktera je rovnobé&zna s osou x a prochazi bodem 3 na ose y.
Ptislusné nerovnice pak opét popisuje jednu z polorovin uréenou touto piimkou. Opét dosadime do
nerovnice soufadnice bodu [0, 0], dostavame 0 < 3, coZ je pravda, a tedy bod [0,0] v nami hledané
polorovinég lezi - vysSrafujeme proto polorovinu ,,pod“ touto p¥imkou.

Regeni celého prikladu je pak ta ¢ast roviny, ve které se vSechny Srafy protinaji, viz obrazek.

y y=x?+1
3 y=3
1 |
\ |
\ i |
\ |
| : @ 4 < |
1 1 3\ X
T y=-x+3

Piiklady k samostatnému feSeni:
Zakreslete graf mnoziny M:

1. M={[z,y] eR?: <y, y<1, z>0}
2. M={lz,y] eR®: v +y* -2y +12>0, 2 +y* -2y <0}

3. M ={lz,y) eR?: y* 2o, y< 2 y> -z -1}



